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Mémoire sur les équations différentielles linéaires, inté­
grables à l’aide de fonctions d’une nature spéciale.

Par

E.-S. Schou.

Introduction.
Dans ce mémoire je considérerai les équations linéaires et 

homogènes dont les intégrales particulières sont des fonctions 
construites au moyen d’un nombre fini de superpositions de 
fonctions appartenant aux deux espèces suivantes:

1) fonctions algébriques d’un nombre quelconque de variables. 
Une telle fonction z est définie par une équation de la 
forme

0 H- 1 2”—1 4“ • • • “F An—1 Z An — 0,
où j4O3 Jj, ..., An sont des fonctions rationnelles des 
variables.

2) fonctions d définies par des équations différentielles de la 
forme

<p (60 d 6 = (ü) dv,
où <p (0) et ÿ (v) sont des fonctions algébriques de u et de 
V respectivement.
Quant aux coefficients des équations différentielles linéaires 

auxquelles doivent satisfaire ces fonctions, je commence par 
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supposer qu’ils soient algébriques ; mais les résultats obtenus 
pour cette classe d'équations s’étendent d’eux mêmes aux 
équations les plus générales dont les coefficients sont des 
fonctions analytiques arbitraires.

Dans un mémoire inséré aux «Göttinger Nachrichten, 1878» 
et intitulé: «Beweis eines Lehrsatzes betreffend die Integration 
algebraischer Differentialausdrücke beziehungsweise algebraischer 
Differentialgleichungen unter geschlossener Form», M. Julius 
Petersen a donné un théorème qui m’a conduit au principe qui 
forme la base de la solution.

Je commence par chercher la forme des intégrales parti­
culières, et je suis parvenu à la solution complète que voici:

Si les coefficients de l’équation linéaire pro­
posée sont des fonctions algébriques de x et des 
fonctions arbitraires ax(x), a2(x), ..., ap(x), il faut et 
il suffit que les intégrales puissent se partager 
en groupes, les intégrales d’un même groupe 
étant:

«i = A
tt2 = T2eTi,
«3 = (^3+^T22)^,

= (T4 -f- T2 T3 -|—gy T/) eTi,

où les T sont des intégrales abéliennes dont les 
arguments sont des fonctions algébriques de x, 
al (x), a2 (a?), . .., ap(x).

La forme une fois obtenue, on passe à la détermination 
de la nature des irrationnalités algébriques qui entrent dans 
les intégrales abéliennes T. 11 semble que cette question soit 
très difficile : aussi n’en ai je trouvé la solution que dans deux 
cas spéciaux qui se rapportent aux équations d’ordre n. Les 
difficultés proviennent de ce que les fonctions T et eT peuvent 
être algébriques en a?, ax (x], a2 (a?), ..., ap(x). Les résultats 
auxquels je suis parvenu suffisent pour l'équation du second 
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ordre, abstraction faite des cas où l’intégrale générale est 
fonction algébrique des coefficients. En effet j’ai démontré la 
proposition suivante :

Si l’équation différentielle du second ordre

P étant une fonction rationnelle de x, est inté­
grable par des fonctions appartenant à la catégorie 
en question, les intégrales ont une des deux for­
mes suivantes:

d’une fonction rationnelle et dans le

1 \<pdx 1 -\<pdx
, (2 a)PF" ’ PF"

i
PF’ (2b)

ip étant dans le premier cas égal à la racine carrée
second à une

racine quelconque d’une fonction rationnelle. Si 
l’équation proposée n’a qu’une seule intégrale 
particulière appartenant à notre catégorie, il faut 
qu’elle ait la forme 

<p étant une fonction rationnelle.
Si P est fonction rationnelle de x et des fonc­

tions ax (x), a2 (x), ..., ap(x), les for mes des intégrales 
seront les mêmes, mais les arguments des fonc­
tions ]pdx et <p seront des fonctions rationnelles 
de ¿c, ax (¿r), «2 (xr), ..., ap{x}.

Maintenant il n’est pas difficile de démontrer la proposition 
suivante :

Pour que l’intégrale générale de (1) appartienne 
à notre catégorie, il faut et il suffit que l’équation 
linéaire du troisième ordre dont les intégrales 
particulières sont égales au produit de deux inté­
grales de l’équation proposée soit satisfaite par 

3



436 E.-S. Schou.

une racine d'une fonction rationnelle de x (ou de æ, 
at(x), a2(x), ..., ap(x) dans le cas général).

Pour la forme (3) on a la condition nécessaire: Il faut 
que l’équation proposée ait une intégrale dont la 
dérivée logarithmique est rationnelle en x (ou en a?, 
«i (a?), a2 (a?), . . ., ap(x)).

Par ces propositions la question posée est complètement 
résolue pour les équations du second ordre. Néanmoins je fais 
une étude approfondie des intégrales des formes (2 a) et (2 b) 
pour bien établir comment la fonction y dépend du coefficient P.

A la fin du mémoire je donne quelques applications de la 
théorie générale.

Les équations de la forme:

P étant fonction rationnelle d’une fonction elliptique <p (z),
prendront la forme

/?! et p2 étant des fonctions rationnelles de si <p (z) est pris 
pour variable indépendante ; donc les résultats obtenus pour le 
cas de P rationnel sont applicables aux équations de cette 
espèce. Je prends la liberté d’appeler l’attention sur le traite­
ment de quelques équations qui sont des cas spéciaux de 
l’équation

i Pi
sn2 z

+ (i2- D&-K+J1 + A).
an¿ z

Ainsi je suis parvenu au résultat, que je n’ai pas vu précé­
demment, que pour l'équation

= y (n (n 1 ) k2 sn2 z -|- ( 1 — k2} h)d z en z
il existe une infinité de cas d’intégrations où y n’est pas un 
nombre rationnel.
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Après cet aperçu sommaire je soumets le mémoire même 
au jugement bienveillant des géomètres.

1. Considérons de plus près la composition des fonctions 
en question. Je nomme transcendante du premier ordre une 
fonction 6 définie par une équation de la forme (p(O}d0 — /
ÿ (u) dv où V est fonction algébrique des coefficients de l’équa­
tion proposée. Une transcendante du second ordre est définie 
par une équation de la même forme où v est fonction algébrique 
des coefficients de l’équation proposée et des transcendantes 
du premier ordre ; et ainsi de suite: une transcendante de l’ordre 
n est définie par une équation de la forme ç? (0) dO = ÿ (v) dv 
où v est fonction algébrique des coefficients et des transcendantes 
d’ordres n—1, n — 2, ..., 1.

Nous pouvons maintenant nous faire une idée claire des 
fonctions en question en disant qu’elles seront des fonc­
tions algébriques des coefficients de l’équation 
proposée et des transcendantes d’ordres 1, 2 ... n.I

Je suppose faites toutes les réductions possibles ou, ce qui 
est la même chose, je suppose qu’il n’existe aucune 
relation algébrique entre les transcendantes figu­
rant dans nos fonctions.

2. Avant de commencer la résolution de la question pro­
posée, je vais démontrer un lemme élémentaire.

Soit/une fonction quelconque de z2, ..., zn. 
ziy z2, ..., zn seront des fonctions de z/15 y2, •••> y™ 
qui seront des fonctions de , u2, up et ainsi 
de suite. Les variables v2, ..., vr du dernier rang 
seront des fonctions d’une variable unique x. Soit

variables figurant 
la dérivée de /, u 

signera, comme à

l’ordinaire, la dérivée partielle de/par rapport à u. 
Cela posé, on à l’identité
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du \dx)u \dx\du) )u

Ce lemme se démontre très facilement de la manière sui­
vante. On a

= _Èi- (ÿ\ œ
du dzi 'du ’ \ôx/u dzi \dx / u

Donc

De là résulte que, si l’on suppose que

du\dx)u \dx\du) J«’

ou aura aussi

du \dx) u \dx \du) ) u
L’identité

d_ fdvi\ \
du \ dx) u \ dx\ du J )»

étant évidente, le lemme est démontré par induction.
3. Je vais maintenant considérer une équation différentielle 

linéaire, homogène et d’ordre n, dont les coefficients sont des 
fonctions algébriques de la variable indépendante x. On sait 
qu’il est facile de substituer à une telle équation un système 
d’équations simultanées, linéaires, homogènes et du premier 
ordre. Afin d’obtenir plus de symétrie, je prends le système 
suivant
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dx aid + ¿X + • • ■ + M5

dz 
dx a2y + ¿2 2 • • • 4“ ^2 M5

(b

du 
dx any + bn 2 4- • • • “b ku,

les a, b . .
Soient

, k étant des fonctions algébriques de x.

yn ; %n , • • • i

n systèmes d’intégrales particulières dont le déterminant n’est 
pas égal à zéro. Un système quelconque d’intégrales est 
représenté par

«i2/i + "T • • • 4- anyn,
«1 *1  H- «2 22 “b . . • “b «ra 2n, 

5

«1 Ul “b «2 W2 "b • • • 4" «n

les a étant des constantes.
Les intégrales (2) sont supposées appartenir à la catégorie 

des fonctions définie ci-dessus.
La substitution d’un système d’intégrales particulières

z1, à une quelconque des équations (1) donne un ré­
sultat que j’écris

P = 0.
Supposons que les transcendantes qui figurent dans yt1 

iîj soient de l’ordre m au plus. Les transcendantes 
de l’ordre m se trouvent algébriquement dans P. Les transcen­
dantes d’un ordre moindre que m figurent dans P de deux 
manières différentes. En premier lieu elles s’y trouvent algé­
briquement et en second lieu elles se trouvent dans les tran­
scendantes d’ordre supérieur. Remplaçons une transcendante 
quelconque 0 par partout où elle figure de la première 
manière et par partout où elle figure de la deuxième.
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Par suite de notre supposition qu’il n’existe aucune relation 
algébrique entre les transcendantes considérées, P doit être 
identiquement nul considéré comme fonction des Il est 
donc permis de différentiel' partiellement l’équation P = 0 par 
rapport à un quelconque des #15 en considérant comme cons­
tantes et toutes les autres transcendantes. Mais il est 
aussi permis de differentier partiellement par rap­
port à 0 lui-même. En effet, la différence des deux ré­
sultats est une somme dont tous les termes sont multipliés 

8Ppar des facteurs de la forme 7,—, co étant une transcendante üaij
dont l’ordre est supérieur à celui de 0, et ces facteurs sont 
égaux à zéro comme nous l’avons dit.

Ces remarques faites, nous allons démontrer le théorème 
suivant : S o i t y, 2, ..., u un système d’intégrales des 
équations (l). On suppose que ?/, 2, ..., u soient 
des fonctions qui appartiennent à la catégorie en 
question. Soit 0, définie par l’équation cp (0) d0 = 
çl>(v)dv, une quelconque des transcendantes qui fi­
gurent dans ?/, 2, ..., u. Alors

1 oy 1 dz 1 du
~^0)tø' ~^Ï0\d0' ’”'~^0}d0

forment un système d’intégrales particulières des 
équations (1). Ce théorème se démontre de la manière sui­
vante: Après la substitution, la première des équations (1) 
peut s’écrire

cy dv
Ô0 <p(0) dx ~ a\0 + bi z -f- . . . 4- kxu. (3)

La différentiation partielle par rapport à 0 donne 

(P y IM <Pv_ _ dy_ f. } p'(0)
Ô02 y>(0) dx 00 y dx' 00

(4)

r, a1? ¿>1 ..., ne contenant pas 0. Posons maintenant
8
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_  Idy _  1 dz

Nous aurons

1 du
dd'

_ 1(Êly M / %\ \ \ _Êy p'm if, 
dx y>(d)\dd2 ' <p(d) dx' \ôx\dd ' } #) dd<ps(0)y[’ 

dv 
dx

et des valeurs analogues pour . dx 
dx '

Le lemme démontré au paragraphe précèdent nous donne

A (W\ = \ •
dd \dx)g \dx \ dd) Jg1

donc, après multiplication par 1 l’équation (4) peut s’écrire

da 
dx ax a + ¿>x /? + . . . H- X.

Des autres équations (2) on tire de la même manière

dß
dx Cl<¡, O- d2 ß “F • • • 4“ ,

dx
dx = an a + bn ß + ... 4- kn x.

Il résulte de ces équations que

1 dy \dz 1 du
lpïë}~dê' Ip^dtr ■ ' ■ ’ ÿw'dd

forment un système d’intégrales particulières.
En revenant à une équation linéaire d’ordre n à coefficients 

algébriques, on aura ce théorème
Soient zx, z2, ..., zn n intégrales linéairement 

indépendantes d’une équation linéaire d’ordre n à 
coefficients algébriques. Si ces intégrales appar­
tiennent à la classe des fonctions en question, on 
aura, d désignant une quelconque des transcen­
dantes qui figurent dans les z,

9
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<f>(0) dO Cil~l +C12~2 + • • • + Cln~n5

1 dz2 
<p(0) 60

C2 1 Zl + c2 2 2 2 + • • • + c2n zni

(5)
?

1 Øzn
<p{0) dØ cnl zi 4~ cn2 z2 “F • • • H~ C nn znt

les c étant constants. Voilà le théorème qui formera la base 
de la solution.

4. Le théorème démontré au paragraphe précédent con­
duit facilement à un résultat d’une grande importance.

En posant <p (0) dø = dt, les équations (5) prennent la 
forme d’un système d'équations simultanées à coefficients 
constants. Weierstrass a démontré (Werke, Bd. 2, Pag. 75) 
qu’il est possible de transformer un tel système en un autre 
composé de groupes de la forme

Å étant une constante. Zn Z2 ... Zr ... sont des fonctions 
de s,, z2 ... zn linéaires et à coefficients constants. Le sys­
tème (6) s’intégre facilement. Désignons par Z0^ Z°, ..., Z° 
les fonctions Zx, Z2, Zr où t est pris égal à zéro et 
nous aurons

Z, = Z° eu, Z, = (Z° i + Z°} ,

Zr

Z°}, Z“, Zr sont de la même espèce que Zx, Z2, . .., Zr 
mais la transcendante 0 ne s’y trouve pas.

10
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En substituant à 3 successivement toutes les transcendantes 
du premier ordre, du second ordre etc., nous voyons que les 
intégrales particulières 3l} z2, ..., zn se présente­
ront sous forme de polynômes où les variables sont 
des fonctions algébriques de x et des fonctions de 
a? des deux formes

\<f>(3\d3,

3 étant défini par une équation différentielle de la 
forme

<p(3)d0 = <[>{x}dx,

où </> est une fonction algébrique de x.
De cette forme il résulte que

d 1( dzi \ 3 ( dzi \
33C 332

3t et 32 étant deux quelconques des transcendantes. 3X et 32 
étant définis par les équations

y>l(3l)d3l = <p1(x)dx] <p2(32)d32 — <p2(x}dx,

l’identité précédente peut aussi s’écrire

(z = 1, 2 ... n).

1 3 / 1 ÔZi \ 1 s t< 1 dzi \
33l \^?2 (^2) dÜ2 / ^2(^2) ^2 '

5. Je suppose maintenant que: 3t, 32, ..., 3m, définis 
par les équations

<pi(ßi}d3i — (pi(x)dx = di,, i — 1, 2 ... m,

représentent toutes les transcendantes qui figurent dans les 
intégrales particulières zr, z2, ..., zn. A chacune de ces 
transcendantes correspond un système d’équations différentielles 
de la forme

ôzt 
dti

C1 1 4" • • • 4“ cln^n,

d_Zn 
dit

cniz1 4" • • • 4~ ^nn

(8)

11



444 E.-S. Schou.

les c étant des constantes, et tous ces systèmes sont liés 
ensemble par les identités

Inversement, n fonctions z,, zn appartenant
à la catégorie en question qui satisfont aux sys­
tèmes (8) soumis aux conditions (9) peuvent re­
présenter n intégrales particulières d’une équation 
linéaire d’ordre n à coefficients algébriques.

Pour la démonstration de ce théorème, il faut recourir de 
nouveau au système des n équations simultanées du premier 
ordre. Avec les notations employées au paragraphe 3, nous 
avons maintenant

1 dyt (r) (r) (r) (r)
= CUÿ'+C2‘^+ +C’‘ÿ” “ ’

1 dui <r> (r)
------77TT = CiiUr 4" c2*  ^2 -f- . . . -¡- CniUn — í¿i , 
(pr (Hr) Ü6r

(10)

(¿ = 1, 2 ..., n; r = 1, 2 . .., m),

et nous pouvons donner à l’équation (3) et aux équations ana­
logues la forme suivante

Je vais démontrer qu’effectivement les a, les b, ... sont 
des fonctions algébriques de x. En effet, en différentiant 
partiellement par rapport à la première des équations (11) 
(i == 1) on aura après multiplication par —4^—

Pi (#i)
12
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„ (r) (1) (r) (1) (r) (1) J Q / \
. i , R+. • •+c». w +-4-r

V>1 (01 ) 0*1  \ ox /gt.
= a, ^+...+^0, +_L_^ÿl + ...+ ^«0; (12) 

mais, comme

(fyl'1 — 1—1PM
\ ôx , UøJ . . 6m

il résulte de l’équation

1 &. _ rw
<f>l (#1) 1

que
_J______ L (\ = e(1) f. Í? (%A
PilW ni ...øm

De plus on a par suite des identités (9)
(»•) (1) (r) (1) (1) (r) (1) (r)

C1 1 ^1 4" • • • 4" cni 9n — Ci i 4” • ■ • 4" )

donc (12) peut s’écrire

1 / 8a. , ôk. \
+ ,,,+>7wJ = °-

De cette équation et des analogues il résulte, le détermi­
nant des y, des z, ..., ne s’annulant pas, que

=
8dr~"'~Wr

ce qui démontre le théorème annoncé.
6. Dans ce qui précède nous avons obtenu quelques 

renseignements sur la forme des intégrales particulières. Mainte­
nant je vais déterminer complètement cette forme.

Je commence par démontrer qu’il existe au moins une 
intégrale particulière U qui satisfait à un système 
d’équations de la forme

= Åi. U, (i = 1, 2 .. . m),

À2, ..., Àm étant des constantes.
13
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La demonstration de ce théorème présente la plus grande 
analogie avec la démonstration d’un théorème de M. Picard 
relatif aux intégrales uniformes des équations linéaires à coeffi­
cients doublement périodiques.

, z2, ..zn satisfaisant aux équations (8), il résulte de 
la théorie connue des substitutions linéaires qu’il existe une 
combinaison linéaire de z2, ..., zn

U — zx a2 z2 an zn

qui satisfait à une équation de la forme

(1)

étant une constante qui peut être égale à zéro. Considérons 
maintenant les intégrales particulières

De (1) on déduit

ôr (ÔU\ = d_rJJ 
dtir \ßtx / 1 dtir '

où, d’après les identités (9) § 5

d idrU\ _ 6r U
\ Sti'' / 1 dtf '

Donc les intégrales (2) satisfont toutes à l’èquation suivante

L’équation linéaire proposée d’ordre n n’ayant que n inté­
grales linéairement indépendantes, il existe une relation linéaire 
à coefficients constants entre

rT d(J ônU

14
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Soit // le plus petit nombre pour lequel on ait

WU TT ÔU , d^U
Ti^ = aa u+“1 sTt+^- +

<z0, a1} étant des constantes.
Considérons maintenant la substitution linéaire

<9 _ <P£
dt2 \dt2 / ôt22 ’

ô ÔU d^ü  
ôt2\ôt2^ J a°u+aist2 + +^-i^7=T‘

En appliquant encore le même théorème sur les substitu­
tions linéaires, on voit qu’il existe une combinaison linéaire de

ÔU
' ôt2' di/-1

V = b0 ü+ b. ™ -4- b
ôt2^ dt^

qui satisfait à une équation de la forme

De plus on a
bt2 h . V.

SX. 
ôtl A. K.

En continuant de la même manière par rapport aux trans­
cendantes #3, 04, 0m, on arrive à une fonction U satisfai­
sant aux équations

(% 2ï. U, (i = 2 ... m).

De ces équations on déduit par intégration

¿7 = Z70e¿U,
15D. K.D. Vid. Selsk. Overs. 1897. 30
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Z70 étant une fonction algébrique. Comme on a
Z, = [x] dœ,

ce résultat peut aussi s’écrire
U =

S étant une fonction algébrique. On voit que la dérivée 
logarithmique de U est algébrique.

En m’appuyant sur ce théorème, je vais démontrer qu’on 
peut trouver un système de n intégrales linéairement 
indépendantes qui par rapport aux équations si­
multanées (8) g 5 sont partagées en groupes, de 
telle sorte que, si w13 u2, ..., ur forment un groupe,

(3)

on a

<?Wr
0}--------- ■■ Ur-i + ZjWr,

les A étant des constantes; mais il faut remarquer 
que les différents groupes peuvent avoir en commun 
une ou plusieurs de leurs premières intégrales.

Nous démontrerons ce théorème par induction. La dé­
monstration présente une grande analogie avec une démonstra­
tion donnée par M. Halphen (Mémoires présentés par divers 
savants. Tome XXVIII, p. 71) d’un théorème relatif aux inté­
grales uniformes des équations linéaires à coefficients double­
ment périodiques.

Avant d’aborder la démonstration même, je vais déterminer 
les constantes Å des équations (3) de telle sorte que les identités

d idu\ = 1 Í
dtr \dts) dts \

soient satisfaites.
16
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De l’équation

A = d (duA ijn
du \ôtj <9^ [dtiT [ ’ 

on déduit

(*) (<) (*)
h— l,i«i 4“ Ål—1,2 «9 + . . . 4- Ås1,3—2««— 2 4- ÀjUs—i

(9 (O (»•)
4~ (4i 4*  X, 2 «2 4" • • • H- ^«,3—i ««—i 4~ à««) =

t») (») (»)
^3, i «i 4" ^3,2 («1 4- A u2) 4“ • • • 4" ^3,3—1 («3—2 4- ^1 «3—1)

4~ («s—i 4- À ! ««) 5

mais u1, u2, us étant linéairement indépendants, il en 
résulte

(O (»■) («) («■) (O (t)
^3—1,1 === Às, 2 , ^3—1,2 “ Å, 3 1 • • •} Å—1,3—2 === ^3,3 — 1,

et maintenant les équations (3) auront la forme 

<?«3 , .
«3 4- «21

J

Ôur 
dtx

= Z J Ur 4” «r_ 1

(4)

qui satisfait identiquement aux équations de condition.
Je suppose maintenant que le théorème annoncé soit vrai 

pour toutes les équations linéaires d’ordre n et je vais dé­
montrer qu’alors il est aussi vrai pour les équations d’ordre 
n 4~ 1 •

Nous avons vu qu’il existe une intégrale F de l’équation
17 30*
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proposée d’ordre n 4- 1 dont la dérivée logarithmique est algé­
brique et qui satisfait aux équations

Posons

y désignant l’intégrale générale de l’équation proposée. Puis­
que la dérivée logarithmique de V est algébrique, u satisfera 
à une équation différentielle linéaire, homogène et d’ordre n à 
coefficients algébriques. Pour cette équation le système d’équa- 

Ôll dtions simultanées a la forme (4). ^-^dx étant égal à -¿^udx, 

on déduit des équations (4)

V (• P ' ' P
f J Ur dx = Viir dx —Uf— i dx — 

(O . ,. (0
+ zr dx + cr V.

Les fonctions V\uidx sont des intégrales linéairement 
indépendantes de l’équation proposée. Je pose

et comme
yi = V^iiidx,

udx — d, V^udx,

on déduit des équations précédentes
18
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4^,

=(5)dti

En premier
lieu

dans ce cas le système (5) à la forme

?

(Ë*),  que les équations (5)des identités

V' J

?5

t
yr-2 = Í)r—2

¿tyr

et ce système a la forme indiquée, 
en second lieu que les constantes 
pas toutes égales à zéro ; soit par 
cas je pose

7' = cJV.

Ce cas traité, je suppose 
, x2, • • •, Àm ne soient 

exemple Dans ce

^y? a ' i ,

• = ¿n = 0.

On voit, à l’aide 
s’écrivent

.................................................................. >.................................................................................. 5

O) ^Ur W
(^1 + ^l)yr + yr-i + Crl7, Uî + -Ai}yr “F 1 +

(*) (*)  
• • • + lryx + Cr K ,

Maintenant deux cas différents se présentent, 
je suppose

A -
Afin de réduire

indiquée, je pose
' (1)rryr-i = yr-i + er V !

«i, “ A' ’

<9«, (’>
= U, 4- 4,) t/j -4- Cj V,

ôu9 , <*)  (0
— Ui+4i)y04-22ty1+c2

y\ = Mt + v,

19
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la constante k devant être déterminée de telle sorte qu’on ait

ôti

p étant constant.
(O

Si C] — 0, yi satisfait déjà à une équation
(i)

de cette forme; il faut donc supposer q 0. On doit avoir

(i)
Æ1((21 + 4- C1 F) 4- At V = y (kly1 4- F),

d'où résulte

/> — ¿i + Ax, fc1 = ¿1
cW ’

En introduisant y' à la place de y15 nous aurons

dy\ 
dtl

1 (*) 1
(2i 4- J 4 ?/2 4- y y\ 4- (c2— y)

/U j A.■

je pose ensuite y2 — k2y2 4~ m«¿ et je vais déterminer les 
constantes k2 et m2 de telle sorte (pie

Pour cela il faut que

^2 (Ui A~ AJ y2 -4- —y't («2 — y) ^ + ’»2^1 

= P (^2^2 + ™2 F) 4-yt;

donc
(i) 

' I 4 / 7 ^1^2
P == 4- Al j k2 = k^ -, w2 === •

On voit sans difficulté qu’en posant

y'i = k¡ yi 4- m, F,

on peut donner à la constante w, une valeur telle que

20
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Après ces transformations le système (5) a pris la forme

= Uj + ^l)/l 5

= (¿i¿-JÓ}

F,

du' (*)  (’)
-^7 = (2, 4- -^tjy2 4-/z2 y\ 4- ¿2

= (2t 4-A)*/' 4-*¿_i , 4-^f)yr4-/¿2’/r_i 4- • • •
1 («•) (•)

4" P-ry\ 4- E F.
(••) («•) («•)

Je vais démontrer que: kt — k2 = ... — kr = 0. En 
effet des identités (E) on déduit, en n’écrivant que les termes 
en F, (0 (i)

... (Xj 4- JJ kx V = ... kxAx F;
(«’)

donc ¿i=O, 2t étant, d’après notre hypothèse, différent de 
(») («') (0

zéro. Supposant kt = k2 = ... = =0, on aura
également kp = 0 par suite de l’équation

(O <0 («)
• • • U i 4~ ^41 ) ¿u F 4~ • • • 4- F = ... kp A ! F.

Maintenant le théorème annoncé est complètement dé­
montré , car il est évident pour une équation linéaire et 
homogène du premier ordre.

7. Je vais maintenant intégrer ces équations simultanées. 
En ne considérant qu’un seul groupe d’intégrales parti­

culières W|, u2, ..., ur, j’écris les équations simultanées 
correspondantes sous la forme

(0 . h)
-K- = 2^2 4-x2mi ,

dur & (* ’) (0
-K— = 2X Ur 4~ 22 «r—1 4*  • • • 4- 2r—1 ^2 4“ 2r«i.
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En posant — — (op, on en déduit u !

_ «
Sti 2 ’

—ñT” ---- Xq “T*  X • >

5

S (Or ?)
-kt- ~ À 2 C)r—i

O)
“F /y (Or—2

(*)  , (O
-4" . . . —|- 2r— 1 (li 2 “i“

Par du je désignerai la différentielle totale de u en con­
sidérant comme constant Vx qui entre algébriquement.

On trouve
« (»)

6?logz/1 =
1

donc
m (0

u i — u t° e 1 ,

ux° désignant la fonction ux dans laquelle on a donné à toutes 
les transcendantes des valeurs constantes convenables, est 
donc une fonction algébrique. Comme on a dti = fa
étant une fonction algébrique de x, on peut aussi écrire

«i = eT>,

T\ étant une intégrale abélienne.
On trouve ensuite

m (i) 
d(o2 = l'À2dti.

i
Si l’on pose

m (»)
2’22 dti = 7 2,
i

T2 sera une intégrale abélienne et l'on aura

(O 2 — 7’2.
Pareillement

m (i) m (t)
0(0 3 = T9 2 22 + 2’ X3 ~ T*  dT0 4- J7’3,

• 1 1
22
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Tà étant une intégrale abélienne; donc

On

des

peut continuer

satisfont :
que les valeurs

(1)¿ =• 73 4- — T2“ 2! 2 •

r de la même manière parce

aux identités
ô / &&)p\ d /

dtr = \ dtr / ’

et ces identités sont justement les conditions d’intégrabilité. 

De ti)p on déduit up par la formule cop — —.
ui

Voici les premières intégrales particulières. Les T dési­
gnent des intégrales abéliennes :

», = (ra + 4,r22)Z';
«4 = (7’.+ ï’!7’3 + 4i7Ï)Z’,

“5 - (7'5 + r27’4 + iï’2Ta + 4;ï’2 + ±î’.:)Z>,
“« = ('C, + A + Ta T, +4 T, T2 + ±T2 T, 

+ ^Ta1Tll + ±Tiy'-

Les autres groupes se traitent par la même méthode.
Les fonctions T ayant remplacé les transcendantes 3, il 
. . durest clair que sera une integrale particulière de l’équation 

proposée. Ce fait se vérifie tout de suite sur les valeurs de 
«i, w6. On trouve par exemple

Il peut arriver que quelques-unes des intégrales parti­
culières soient des fonctions qui n’appartiennent pas à la 
catégorie que nous considérons. Comme ces intégrales ne 
peuvent figurer dans les équations simultanées qui correspon­
dent aux intégrales qui appartiennent à la catégorie, ces der­
nières intégrales ont toujours la forme trouvée.

23
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La forme indiquée est nécessaire, mais est-elle aussi 
suffisante? ou en d’autres termes, n fonctions de cette forme 
étant données, est-ce qu’elles satisfont à une équation linéaire 
d’ordre n à coefficients algébriques? Qu’il en est bien ainsi, 
c’est ce qui résulte de la proposition du paragraphe 5.

8. Si les coefficients de l’équation proposée, au lieu 
d’être des fonctions algébriques de *x,  sont des fonctions algé­
briques de x et des fonctions arbitraires: a1(x), a2(x), . .., 
ap(x), on peut demander: quelle est la forme des intégrales 
particulières quand elles appartiennent à la catégorie des fonc­
tions que nous avons définies au paragraphe 1. On voit sans 
difficulté qu’il est possible de parvenir à la solution de cette 
question plus générale par la même méthode. La forme sera 
la même que dans le cas spécial, les arguments des intégrales 
abéliennes étant des fonctions algébriques de x et de (a?), 
a2 (a?), . .., ap(x}.

9. Je suppose maintenant que les coefficients soient des 
fonctions rationnelles de la variable indépendante. Alors il 
n’existe que n éléments d’intégrales linéairement indépendants 
au voisinage d’un point du plan de la variable indépendante 
où tous les coefficients sont holomorphes.

Ce fait permet d’obtenir quelques renseignements sur les 
fonctions algébriques dont dépendent les intégrales abéliennes 
T. Il semble très difficile d’obtenir des résultats complète­
ment généraux, aussi je ne traiterai que deux cas spéciaux. 
On a le théorème suivant:

Soit les fonctions e^2, ..., er»-+i, où î\, 
..., Tr+i, sont des intégrales abéliennes. Suppo­
sons que ces fonctions ainsi que le rapport de deux 
quelconques d’entre elles ne soient pas algébri­
ques. S’il n’existe aucune relation linéaire à 
coefficients constants entre eT', é7"2, ..., une 
relation de la forme

e7r+l _ eTx ag gTj . . _j_ areTr

n 
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où les a sont des constantes, n’est possible que si 
tous les a sont égaux à zéro à l’exception d’un seul.

En effet, posons éri — u,. w15 u2, ..., ur étant linéaire­
ment indépendants, le déterminant D (uti u'2, ..., est 
différent de zéro. De l’équation

ÍZ1 IZj -p Cl 2 U 2 ~H . . . —|- UrUr = Ur-f-i
on déduit

(¿-2) (t-i) (Í) (r-1)
B) (wi ... iii—11/?.-j-i ... Uj*  ) AZ,

ai = “........ .....................=

Maintenant on voit que

A7 — UrU2 . . . Ur • B,
AZy . 2 - * • t/j.—1 Ur-\-i Wt'q~l ... Up • Ai,

Ai et B étant des fonctions algébriques.
Donc

ur+l -Ai ai = • o’ •Ui B

Si deux des coefficients a, a,- et a>, sont différents de zéro,
il en résulte

Qj_ A
ak m ' Ak ’

relation impossible.
Supposons que n intégrales particulières, linéairement 

indépendantes d’une équation linéaire d’ordre n à coefficients 
rationnels, aient la forme

les <p étant des fonctions algébriques. De plus je supposerai 
que ces intégrales ainsi que leurs rapports deux à deux ne
soient jamais algébriques.

Soit m l’ordre de l’équation algébrique irréductible F=0
d) (2) (»1—1)à laquelle satisfait ç13 et soient <px , , . .., çp, les autres

racines de cette équation. On voit facilement que les fonctions
25
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, (O f (2) . (m-i)
\ç>,dx \a>ldx \ Ç5 j dx

e , e, . . ., e
satisfont ainsi que ux à l’équation différentielle proposée.

Il résulte du théorème démontré ci-dessus qu’une relation 
linéaire entre ces intégrales entraîne l’identité de deux des

(1) (m—1)racines ^>13 yq , ..., cq ; mais une telle identité ne peut 
pas avoir lieu parce que l’équation F = 0 est supposée irré­
ductible.

Nous voyons donc que, si une racine d’une équation 
algébrique irréductible F = 0 se trouve parmi les fonctions 
g>13 ^2, ..., toutes les autres racines de lámeme équation 
s’y trouvent aussi. Soit $p13 gq, ..., <f>m {m < n) ces racines; 
les fonctions 

intégrales particulières de l’équation proposée, satisfont à une 
équation linéaire d’ordre m à coefficients rationnels. L’équation 
proposée est donc réductible à moins que m = n.

Si l’on suppose, comme il est permis de le faire, que le 
coefficient de la dérivée (?i—l)ième soit égal à zéro, le détermi­
nant j9(u13 u', .. ., un est constant, mais ce déterminant 
s’écrit ux u2 ... un . A, A étant une fonction algébrique.
Donc la somme yp^dx + . . . -4- \pndx qui s’écrit
ytpdx, (I) étant rationnel, est égale au logarithme d’une fonc­
tion algébrique ou, ce qui est la même chose, le produit 
ul u2 ...un est racine d'une fonction rationnelle.

Cette propriété caractérise complètement les équations 
linéaires en question; c’est ce qu’a démontré M. Halphen 
(Journ. de Mathém., 1885).

Le produit uru2 ... un une fois trouvé, <p2, ..., <pn 
peuvent être déterminés par des opérations algébriques.

Ce cas traité, je vais en considérer un autre où les inté­
grales particulières forme un seul groupe de la forme indiquée 
au paragraphe 7. Je ne considérerai que le cas où toutes les 

26
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intégrales abéliennes rl\ sont transcendantes. Dans la même 
supposition relative au déterminant u', ..., u^n-1)) que 
ci-dessus, on voit que enT'- est une fonction rationnelle des 
intégrales abéliennes T2, Ts, ... et de leurs dérivées, d'où 
résulte, d'après un théorème donné par M. Königsberger (Allge­
meine Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen 
p. 49), que eT> est algébrique; je la désignerai par Soit 
T, = \ Sidx (¿ = 2,3,..

5, satisfait à une équation algébrique F = 0 supposée 
irréductible; soit (SJ une autre de ses racines. (S1) étant 
comme ¿4 intégrale particulière, il faut qu’elle s’exprime 
linéairement par u/, u2 ...; mais on sait (voir par exemple 
le mémoire cité de M. Julius Petersen) qu’une combinaison 
linéaire de w2, • • • ne Pe«t pas être algébrique, donc
(Sj = cSx. Comme (¿4) est une quelconque des racines de 
F= 0, il en résulte que Si est racine d’une fonction rationnelle.

Formons maintenant l’équation linéaire d’ordre n—1 aux 
intégrales particulières

Les coefficients de cette équation sont des fonctions ration­
nelles et les intégrales indiquées ont les valeurs

V j = S2,

v2 = S3 4- S2 2’2,
v3 = *S 4 -f- *S 2 Tg + S3 7’2 -4- | 7’2- «S2,

on voit immédiatement qu’elles forment un seul groupe.
Par le raisonnement que nous avons employé ci-dessus 

nous parvenons au résultat que S2 est racine d'une fonction 
rationnelle. Formons l’équation linéaire d’ordre n—2 à coef­
ficients rationnels et aux intégrales particulières

/MUL • ’ dx
27
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Ces intégrales forment un seul groupe et la première est
égale à

dx
-4- S2 ;

donc cette fonction est racine d’une fonction rationnelle, etc.

2
On aura une vérification de ce fait que S2 et 

sont des racines de fonctions rationnelles si l’on remarque que, 
la variable indépendante décrivant un chemin fermé quelconque 
dans son plan, S2 et S3 prennent des valeurs de la forme

cS2, c2 S3 + d <82

respectivement.
On voit qu’une de ces équations successives étant connue, 

on peut déterminer une de ses intégrales particulières à l’aide 
d’opérations purement algébriques, puis calculer l’équation 
suivante. Ces intégrales trouvées, on aura les intégrales w15 
w2, ..., un par des quadratures successives.

Ces résultats s’étendent d’eùx mêmes au cas général où 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de x et des 
fonctions arbitraires ax (#), a2 (x), ..., ap(x). Les irrationnalités 
algébriques des S restent les mêmes, les arguments étant des 
fonctions rationnelles de x et de a1(x), a2(x), ..., ap(x).

10. Je vais maintenant, faire une étude approfondie des 
équations linéaires du second ordre.

(Jne telle équation peut toujours être mise sous la forme

(D

Je suppose que la fonction P soit rationnelle et je fais 
abstraction des cas où l’intégrale générale est algébrique.

On voit que les intégrales particulières forment ou deux 
groupes différents ou un seul groupe, d’où résultent les deux 
formes

28
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soit pas algébrique, il

de la forme (2). D’après
le paragraphe précédent, et satisfont à une équation 
algébrique du second ordre (irréductible ou non). De l’équation

Pour que 1 integrale générale ne 

faut qu’il en soit de même du rapport

Commençons par la considération

il résulte que

(4)

t àx C. (5)

Posons
• — S2 = 2

<f> sera égal à la racine carrée d’une fonction rationnelle ; de 
(5) on déduit

d’où résulte
1 \a>dx 1 —\<pax

(6)

Considérons ensuite la forme (3). L’équation (4) donnera

donc on peut écrire

ui =

<f> étant racine d’une fonction rationnelle.
Jusqu’à présent nous avons supposé que l’intégrale géné­

rale était une fonction appartenant à la catégorie considérée. 
Si cela n’est le cas que pour une seule intégrale particulière, 
celle-ci a la forme

U = (8) 
29
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<p étant algébrique et je dis que <p sera rationnel. En effet, <p 
satisfait à une équation algébrique irréductible F = 0 ; soit 
y } une autre racine de cette équation. La fonction

(i) \<pwdx u = e r

étant intégrale particulière, il faut qu’on ait u eu, c.-à.-d.
<pW= <p, donc tp est rationnel, u ne peut pas être algébrique; 
car si cela avait lieu, l’intégrale générale s’exprimerait à l’aide 
d’une intégrale abélienne.

Les intégrales données par les formules (6) et (7) peuvent 
fort bien être algébriques, mais on n’obtient pas de cette 
manière les intégrales algébriques les plus générales des équa­
tions différentielles de la forme (1). Dans tout ce qui suit je 
ferai abstraction des intégrales algébriques n’ayant pas une des 
formes indiquées, d’autant plus que de telles intégrales ont été 
traitées par MM. Schwartz, Halphen et par plusieurs autres 
géomètres.

11. Les formes nécessaires des intégrales particulières 
étant obtenues, je peux aborder la question de décider si une 
équation proposée de la forme (1) est intégrable de cette 
manière, et, s’il en est ainsi, de déterminer ses intégrales 
particulières.

Je vais démontrer la proposition suivante:
Pour que l'équation (1) ait ses intégrales de la 

forme (6) ou de la forme (7), il faut et il suffit que 
le produit de deux de ses intégrales particulières 
soit racine d’une fonction rationnelle. Que cette 
condition est nécessaire, c’est ce que montre immédiatement 
les formules (6) et (7). Démontrons qu’elle est aussi suffi­
sante. Deux cas se présentent. Ou les deux intégrales sont 
linéairement indépendantes, ou elles ne le sont pas. Suppo­
sons que le premier cas ait lieu, et soient ul et u2 les deux 
intégrales en question. D’après l’hypothèse on a ur u2 = <p, 
<p étant racine d’une fonction rationnelle. On peut écrire
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X étant une fonction inconnue, et des fonctions algé­
briques dont le produit est égal à cp. De l’équation

on déduit

d’où résulte

donc

(#2 — ^2 A) — ^2 (/i 4- A)

(9)

<p étant par hypothèse racine d’une fonction rationnelle, on 
voit maintenant que ce sera la racine carrée d’une telle fonc­
tion pour que le coefficient de l’équation différentielle soit 
rationnel. Nous voyons que ux et w2 ont la forme (6).

Supposons ensuite u? = <p, <p étant racine d’une fonction 
rationnelle. En désignant par X une fonction inconnue, nous 
pouvons écrire

ui = V<p, = \/<p\Xdx.

En substituant ces valeurs dans l’équation (tI), nous aurons 

donc ux et u2 rentrent dans la forme (7).
Quant au cas où (1) n’a qu’une seule intégrale apparte­

nant à la catégorie considérée, je le considérerai plus tard.
La nature des conditions trouvée est telle qu’il sera tou­

jours possible de décider si elles sons satisfaites ou non; mais 
il vaut la peine de considérer la composition de la fonction <p 
entrant dans les formules (6) et (7). On verra qu’une équation 

D.K. D. Vid. Selsk. Overs. 1897. 31 31
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linéaire de la forme (1) étant donnée, ou peut déterminer les 
intégrales particulières qu’elle doit avoir si elle est intégrable 
de la manière considérée, ou du moins on peut en trouver un 
nombre fini. Ce résultat est particulièrement utile si l’équation 
proposée contient des paramètres arbitraires.

12. Je commence par supposer que les intégrales parti­
culières aient la forme

1 \<pdx 1 —\<pdx
u, = —=e , u9 — .

Vf Vf

(f> étant la racine carrée d’une fonction rationnelle. L’équation 
différentielle à laquelle satisfont wx et u2 sera

2 étant constant et rt- égal à un nombre entier ou à la moitié 
d’un nombre entier. Si l’équation doit appartenir à la classe 
considérée par M. Fuchs, il faut que l’intégrale abélienne 
\<pdx soit ou de la première espèce ou de la troisième aux 
points singuliers purement logarithmiques. D’où résultent les 
conditions pour les r

ri — 1 , < — 1.

Je ne me bornerai pas aux équations de M. Fuchs, mais 
on verra que les points dans lesquelles les intégrales particu­
lières sont «régulières» ont une position à part parmi les 
points singuliers.

La valeur de P sera

f - i fe¡)’+ ♦ -£'r^+o.
et nous en concluons

32



Mémoire sur les équations différentielles linéaires, etc. 465

ri > — 1, limtø—azj2 P = | n2 + | tí ,
x=a{

ri = — 1, lim tø—a,)2 P = — | + lim (x—ai)2p2,
x=ai x~ai

2>ï< — 1, lima:2. P = |(¿rt)2 + |2rí,
æ = » x

2h = —1, lima?2. P = — I 4- X2.
iC=oo

Si rt<—1, «î sera pour P un pôle de l’ordre 2r», et si 
2r,O—1, le point oc sera pour P un pôle de l’ordre 2 2rt.

On voit que lim (x—a¿)2 P n’est égal à zéro que si
X= ai

ri — —1, lim tø— ai\2(f)2 =
íc=a¿ .

Ces conditions étant satisfaites, P aura une valeur finie 
au point ai. En effet, posons

R{x)(P
T X—ai

R étant holomorphe et différent de zéro au voisinage de a». 
P aura la valeur

JL / A V— — — ' — 2 (a? ~g,) R'~ /¿ ^> + 4 R* W
4 \ R / 2 R 4 tø — ai)2 R tø)

Les deux premiers termes du second membre sont holo­
morphes ; quant au troisième, son numérateur ainsi que sa 
dérivée s’annule pour x = a¡ par suite de la condition supposée 
satisfaite

lim tø—a,)2?2 == R2 (a¿) =
æ=«i

donc P a une valeur finie pour x = af.
Il suit des équations (4) que lim tø—a,)2 P ne peut pas être 

æ = at-
égal à — f, A étant différent de zéro.

Dans ce qui précède la fonction y était donnée et nous 
en avons conclu P. Maintenant nous ferons l’inverse : partant 
de P nous essayerons de construire la fonction <p en nous 
appuyant sur les résultats précédents.
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Soit
' m' 4/1) ms 

P = <70 + arx 4- ... 4 akxk -4- 2 —------+ ... 4- 2 ___ w 4"
i=l ak) i=l ^’s
mP A^

+¿i (x—apÿ'

Si l’équation donnée appartient à la classe de M. Fuchs, 
on a toujours

(1) (2) (p)
nis < 2 et A i —A -j- ... -4- A1 = 0,

et la partie entière de P s’évanouit.
Les points a15 «2, •••? ap sont pour la fonction y? des 

zéros ou des pôles. Quelle est la valeur du degré rs de multi­

plicité de «s par rapport à Si ms > 2, on a rs = —
(«) 2

Soit ms = 2. On a lim (x— as)2 P = A2. Considérons
X — af 

l’équation
(*)

|r2 + |r = A2. (5)

Si les racines de cette équation, multipliées par 2, sont 
des nombres entiers, deux alternatives vont se présenter. (Dans 

(«)

ce cas A2 a la forme n (n 4- 1), 2n étant un nombre entier.)
Ou on peut prendre pour rs celle des racines de (5) qui 

w
est plus grande que —1 (A2 étant différent de —une telle 
racine existe toujours); ou on peut prendre rs = —1, mais 
alors la condition

(S)

lim(rr — as)2^2 = A2 4- | (6)
x = as

doit être satisfaite.
(«)

Si A2 n’a pas la forme indiquée, il faudra prendre la se­
conde alternative.

Il résulte de ce que nous avons vu plus haut que, si les 
intégrales particulières ont la forme que nous considérons ici,

(*)  w
A2 ne peut pas être égal à zéro sans que Ar le soit aussi; 
donc nis est au moins égal à 2.
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Maintenant nous avons déterminé les degrés de multi­
plicité des a par rapport à 92, ou, du moins, nous avons trouvé 
un nombre limité de valeurs pour ces quantités; mais la fonc­
tion q n’est pas encore complètement déterminée, car nous 
avons vu que sous une certaine condition P est fini aux pôles 
de y? dont l’ordre est égal à 1. Soient ßt, /92, • ••, ßq ces 
pôles. En posant

6? (a?) — (a?—(a: — ... (a? —/?«), (7)

nous pouvons écrire

p (8’

Avant tout il faut déterminer le nombre entier q.
Si la partie entière de P ne s’évanouit pas, on aura 

y k

Si lim x. P a une valeur finie différente de zéro, 2H— q 
X= QO

__ _ ___ 1
2 *

Il faut que les valeurs de q données par ces équations 
soient des nombres entiers.

Soit enfin lim<æ2 P= P, £• ayant une valeur finie. Considé- 
x=oo

rons l’équation

(9)

Si les racines de cette équation multipliées par 2 sont des 
nombres entiers et si de plus, p désignant celle de ces racines 
qui est plus petite que — 1, les nombres 2VS— p et 2'rs -- 1 
sont entiers et positifs, deux cas se présentent; ou on peut 
prendre q = 2h— />, ou q = 2rs-|-l ; mais la dernière valeur 
entraîne la condition Å2 = Si 2’rs — p ne satisfait pas
aux conditions indiquées, il faut prendre q — 2r«+l, et cette 
valeur de q doit être entière et positive.
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La condition nécessaire et suffisante pour que P soit fini 
au point ßi étant

lim (x — ßi)2 ^2 = 1,

il faut qu’on ait

(ß,-ß^... (A-A+.>! ■ ■■ (A-Ä)2 = W—«A (>0>
Scsi

(¿ = 1, 2, ..., 7),

équations qui déterminent les ß, qui doivent être différents 
entre eux et différents des a.

Dans ce système de q équations, il entre q +1 in connus, 
savoir /915 /92, .. ., ßq et z; donc, en général, les valeurs des 
ß contiendront un paramètre arbitraire. Nous donnerons tout 
à l’heure une méthode pour trouver le polynôme G (#) (s’il 
existe).

Je vais ensuite considérer la seconde forme des intégrales 
particulières

(f> étant racine d’une fonction rationnelle. Dans ce cas l’équa­
tion différentielle appartient toujours à la classe de M. Fuchs. 
On trouve

p = 1 (d log pA2__ 1 d2 log <p
4 \ dx / 2 dx2

Posons

<p = n (x — at) (11)
t=l

les r étant des nombres rationnels quelconques. La valeur 
correspondante de P sera

Tj
(.r—ai)2 (12)

et nous en concluons
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lim (a-a,)2 P = % 4-1 r,-,
æ=a*
lim x2 P = I (2>,j2 + I 2>t.
X — 00

(13)

On voit que les zéros et les pôles de <p sont, en général, 
des pôles d’ordre 2 pour P. Pour que P soit fini au point 
a», il faut que n- = —2. Cette condition est nécessaire, cher­
chons la condition suffisante.

Pour cela je pose

(æ—a,)2 ’

H étant holomorphe est différent de zéro au voisinage de af. 
La valeur de P étant

p _ 3 (H'\2 1 H" H'
4 \H) 2 H

il faut que
H' (ad = 0. fl 4)

Si = —2 mais PF (a,) 7È 0, le point as sera pour P 
un pôle du premier ordre.

Maintenant soit donnée la fonction P

P S=i \ (# ds}2 l'Bi = 0.

Désignons par rs le degré de multiplicité de as par rap­
port à <p. Comme lim (x—as}2 P — Js, rs satisfait à l’équation

4- fr, = (15)

donc il faut que toutes ces équations aient des racines ration­
nelles. On aura deux valeurs pour chacun des nombres rs.

Si — 0, as sera par rapport à <p un pôle du second 
ordre.

La fonction <p n’est pas encore complètement déterminée, 
car elle peut avoir un certain nombre de pôles du second ordre 
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au voisinage desquels P est holomorphe. Désignons par 
/î2, .ßq ces pôles et soit

(æ —£i)2 (æ —ß2)2 ... (x — ßqß = G(4

La fonction y s’écrit maintenant

1 A- rs

Le nombre q est déterminé par l’équation

I (¿h — 2 q}2 + I (¿n — 2 q) == lim œ2. P 
X = 00

et, d’après sa signification, il doit être entier et positif. Des 
conditions (14) on tire les équations

P ßt — a. ßi — ßP "'+ ßt-ßtPßt-ßi+i+ ß<-ßt ,16)

par lesquelles les ß sont déterminés. Nous donnerons au 
paragraphe suivant une méthode pour déterminer la fonction 
G (æ) (si elle existe).

13. En posant
? n 1 
Ipx — ai] = 

î=l IX

les deux formes des intégrales particulières seront
f dx 1‘ dx

. — J GR ------- — * 1 GR
ux = , w2 = VGPe , (1)

u. = ]/GP, u2 = (2)

Donc la fonction GP satisfait à l’équation linéaire du 
troisième ordre dont les intégrales particulières sont égales au 
produit de deux intégrales particulières de l’équation proposée

Cette équation du troisième ordre se trouve facilement: 
elle sera
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d3z
dx3 (4)

En posant
z — R .V,

V satisfera à l’équation

^•72+3^^+£(3Ä'-p72)+r(Ä'-4PJR-2F^ = °’ .(5) 

donc cette équation sera satisfaite par le polynôme G (#). Si 
ul et u2 sont donnés par la formule (2), G (œ) sera un carré 
parfait.

La fonction R est connue ou, du moins, nous connaissons 
un nombre limité de fonctions parmi lesquelles R se trouve, et 
nous pouvons former les équations correspondantes (5). Il 
résulte du paragraphe 11 que la condition nécessaire et suffi­
sante pour que deux des intégrales de (3) aient une des formes 
(1) ou (2) est qu’une des équations (5) soit satisfaite par un 
polynôme entier.

Les deux systèmes d’équations algébriques (10) et (16) du 
paragraphe précédent font voir qu’en général il sera possible 
de déterminer G (<r), R étant connu, indépendamment de 
l’équation proposée. Ce fait a de l’importance si l’équation 
proposée contient des paramètres arbitraires; c’est pourquoi je 
vais développer une méthode par laquelle cette détermination 
peut être faite.

Pour cela j’écris la fonction R introduite ci-dessus sous 
la forme •

j=-VÎ,
U et V étant des polynômes entiers. Les deux fonctions

satisfont à l’équation
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d2u H /m dø- "?•“> (6) 
où

1) Cette équation est l’analogue de (5) relativement à l’équation 
¿Pu

1 (dlog R\2 I d- logP c
Q =~i\—sr) +T~d^~+S’
o U2V2—UVG'2 + 2UVGG''+(U'V—VV'}GG'
b ~ \ UVG-

Ces formules conviennent aux fonctions

pour A = 0.
Pour que l’équation (3) soit satisfaite par les 

intégrales (1) ou (2), il faut et il suffit que Q soit 
identique à P; donc le numérateur de S doit être divisible 
par G2. On voit facilement que cette condition s’exprime par 
les équations (10) ou (16) du paragraphe 12 selon que 2 est 
différent de zéro ou non.

A désignant un polynôme entier, on aura 

^V2—UVG’2+2UVGG"+(U’V— UV') GG' = A . G2. (7)

Soient u et v les degrés respectifs de U et V. A sera 
du degré uA-v—2 si 2v<u+t>4-2Q—2, mais du degré 2v—2q 
si 2v7>w4-v + 2g'— 2 et Z 0.

De l’équation (7) on déduit par différentiation et élimination 
de A

2 UV2G'"A- 3K(Z7'K— UV') G" A- (V(U"V— UV")
— 2V'(U'V—UV') — 2AV)G'A-(2V'A — VA')G 0. (8)1).

Cette équation doit déterminer les polynômes G et A. 
Remarquons que, si V n’est pas constant, la méthode des 
coefficients indéterminés donnera plus d’équations qu’il n’v a 
d’inconnues. Si I7 est constant, le nombre des coefficients de 
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G et de A surpasse d’une unité le nombre des équations dé­
duites de (8) par la méthode des coefficients indéterminés.

Si Å est différent de zéro, il faut que tous les ß, racines 
de l’équation G = O, soient différents entre eux et ils ne 
doivent satisfaire ni à l’équation U = 0 ni à F = 0. Si 
X = 0, G sera un carré parfait, mais G = 0 ne doit avoir 
ni des racines multiples d’un degré de multiplicité supérieur à 
2 ni des racines satisfaisant à U = 0 ou à F = 0.

Posons G = axafl~lA- ■ . . + aq^x 4- aq et désignons 
par a le degré de A. Par la méthode des coefficients indé­
terminés les coefficients de A s’expriment rationnellement en 
fonction de al5 a2, ..., aa (si a q en fonction de ax, a2, 
..., a?) et aa+1 ..., aq seront aussi des fonctions rationnelles 
de ci ■£, o, • * • í aq.

Dans le cas de 2 = 0 il est possible de donner à l’équation 
(8) une forme plus simple. En effet, posons G — H2 ; de (7) 
on déduit facilement

4 UVH" + 2 (FF- FF) //' — AH = 0, (9) 

équation qui servira à déterminer H et A. On voit que le 
nombre des coefficients à déterminer égale le nombre des 
équations que donne la méthode des coefficients indéterminés.

Faisons une dernière remarque. Supposons que les 
équations (10) du paragraphe 12 que j’écris ainsi

= V^G'2{ß<} " = ‘. 2

déterminent les ß en fonction d’un paramètre arbitraire. Fai­
sons varier ce paramètre jusqu’à ce que ou l’équation G = 0 
obtienne des racines égales ou quelques-uns des ß satisfassent 
à l’équation F = 0. Dans ces deux cas 2 aura la valeur 
zéro. Quelles seront pour ces valeurs du paramètre les inté­
grales particulières? 2 étant différent de zéro, elles sont
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Pour Å = 0, et u2 se confondent en une seule intégrale
particulière -L ; mais de l’équation

on déduit facilement que — satisfera également à l’équa­

tion proposée. La même chose résulte aussi de ce que

lim -y — a,)
À=o z

Nous voyons donc que pour Ä = 0 les intégrales parti­
culières prennent la seconde forme. De cette remarque on 
déduit que, pour les valeurs en question du paramètre, 6r (x) 
deviendra un carré parfait à un facteur près qui est un poly­
nôme dont les racines satisfont à U = 0 ou à V — 0.

Maintenant je suis parvenu au terme de ce que je peux 
dire en général des deux premières formes. Avant de donner 
des applications, je traiterai le cas restant où l’équation pro­
posée n’a qu’une seule intégrale particulière appartenant à 
notre catégorie.

Nous avons vu au paragraphe 10 que l’intégrale en question 
aura la forme 

<p étant une fonction rationnelle ; donc il faut donner le moyen 
de reconnaître si une équation linéaire du second ordre admet 
une intégrale dont la dérivée logarithmique est rationnelle.

La résolution de la question analogue pour l’équation 
linéaire du troisième ordre a été donnée par M. Picard (Traité 
d’analyse, Tome 111, p. 526) et elle est applicable presque mot 
à mot au cas qui nous occupe. Néanmoins je l’écris ici pour 
être complet.

Soit l'équation proposée
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P étant une fonction rationnelle. On peut toujours s’ar­
ranger de telle sorte qu’il n’y ait pas dans P de partie entière. 
Dans la suite je supposerai que P ait cette forme. On doit 
avoir

Nous voyons facilement qu'un pôle de d’ordre r sera 
pour P un pôle d’ordre 2r, donc il faut que les ordres des 
pôles de P soient, des nombres entiers pairs. Inversement 
un pôle d’ordre 2r de P sera pour <p un pôle d’ordre r. Les 
pôles de <p autres que les pôles de P sont nécessairement des 
pôles simples au résidu 1. Désignons par R (æ) la partie de y 
relative aux pôles de P; nous aurons

les ß n’étant pas des points singuliers de P. On a pour R(x)

v A*
(x—a]k

i ri A 
(x—a)fc_1 ' ’ * ' ' X—a '

a étant un pôle de P de degré 2 &. Il n’y a pas dans <p de 
partie entière d’après l’hypothèse faite sur le point à l’infini. 
Les A étant déterminés de proche en proche par substitution 
dans l’équation proposée, on pose

\Rdxu — v .e> ,

V satisfera à une équation linéaire du second ordre à coeffici­
ents rationnels; donc on aura à reconnaître si celle-ci admet 
un polynôme pour intégrale particulière ; ce polynôme sera 
égal au produit des facteurs x — ß.

15. Je commence les applications par l’équation de Riccati

d2u in (n + 1) 
dx2 ~ U \ P ' + h

Cette équation a été considérée par Liouville (Journ. de
Mathém., 1841), qui a démontré que la condition nécessaire et 
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suffisante pour qu’elle soit satisfaite par une fonction apparte­
nant à notre catégorie est que n soit un nombre entier.

On voit immédiatement que l’intégrale générale ne peut 
pas être algébrique; en effet, le point à l’infini est un point 
singulier essentiel. Pour la même raison les intégrales ne 
peuvent pas avoir la forme

<p étant racine d’une fonction rationnelle. (Nous faisons abstrac­
tion du cas de h = 0.) Donc il ne reste que les deux cas 
suivants : ou les intégrales ont la forme

1 Gf>dx 1 —\<f>dx
— es , -=e J ,
V <p V<f>

ou l’intégrale générale n’appartient pas à notre catégorie. Soit 
la forme

que n soit 

étant exclu 
2n ou — 1 ;

mais comme <p a la forme , P ayant une valeur différente 

de zéro pour x = qc , il faut prendre r = 2w. Le degré de 
G sera égal à 2 n, donc il faut que 2 n soit un nombre entier. 
Maintenant il faut recourir au paragraphe 13. Avec les nota­
tions introduites dans ce paragraphe, nous avons u = O, 
v === 4n, et comme 2v > uv2q—2, A sera du degré 
2v— 2 q = 'm. Formons l’équation linéaire du troisième 
ordre (8) g 13; elle devient

44

nous aurons limÆ2.P = n\n 4- 1). Supposons
x=0 i

positif, ce qui est toujours possible, n —---- —
(§ 11). L’exposant du facteur x dans a> sera alors 

X2

1 \<pdx 1 — \wdx
Ul ’ “2 =i/^

P étant égal à
n (n 4- 1)

4- h,
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Æ4n+1 G'"— G" + (2n (4n -|- 1) .r4”“1 — Ax) G'
+ 1 (S n A — xA') G = 0. (1)

G ne devant pas être divisible par <®, il faut que A le soit, 
et l’on voit facilement que A est divisible par x4n~l, donc

A = <z4"-1 (ax + b).

De la formule (6) g 13 il résulte
A axA~b

1 = Vx = - 47“ ’

donc b == 0, a — 4 h. (1) s’écrit à présent

x2 G'"—ftnxG" -p (2n (4n 4*  1) — ax2) G' 2anxG == 0. (2)

En posant G — a0 4- at x 4-... 4- æ2”, nous aurons

(p 4~ 1) (p — 2n) (p — 4 n — 1) ap+i = a (p — 2n — 1) ap_i. (3)

De cette formule récurrente on déduit a2n-i = û2n-3 — 

... = 0; donc pour que G ne contienne pas x en facteur, il 
faut que n soit un nombre entier. a2n étant égal à 1, a2n_2, 
a2n-4, ..., se déterminent en fonction du paramètre arbitraires. 
De plus il faut établir que G = 0 n’a pas de racines égales. 
Si cela avait lieu, on aurait 2 = 0. La valeur de À s’obtient 
en égalant à zéro le coefficient de a?n dans (7) g 13; on aura 
4Â2 = a = 4 7z. ; donc si h 0, G = 0 n’a pas de racines

égales. (Pour 7i = 0 les intégrales sont a?n+1, J

Considérons ensuite le cas où l’une des intégrales a la 
forme

e^dx,

ÿ étant rationnel. En appliquant la méthode du g 14, nous 
poserons

A 1<7- ^±4.54-^—.
T x x—a

Par substitution de cette valeur dans l’équation

n (n -4 1) .
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on trouve A ••=
de u

J Tz 4-1 5 = _|_|/7> d’0ll résulte la forme
1 — n —

u r.. + VA . X x e— (4)

r désignant n 4- 1 ou —n et z étant un polynôme. Transfor­
mons l’équation proposée en posant u — ZA-a:.v,

n (n -|- 1 )v ■------s—

On voit que, pour satisfaire à cette équation par une 
fonction de la forme

apxp -I- ap^iXp~l -4- agxq ,

il faut prendre p = 0, donc le degré de z est égal à n, r 
étant égal à — n, et il faudra que n soit un nombre entier, 
cas que nous venons de traiter.

16. Supposons comme seconde application que les dé- 
grés de multiplicité kx, k2. ..., kn des pôles de P 
soient tous plus grands que 2 et que la partie en­
tière de P soit du degré k (> 0). Dans ces hypo­
thèses il sera impossible que l’intégrale générale 
appartienne à notre catégorie; donc, s’il y a une 
intégrale particulière de cette espèce, elle aura 
nécessairement la forme

étant rationnel.
Cette proposition a été démontrée par Lionville dans le 

cas où P est un polynôme (Journ. de Mathém., 1839).
En premier lieu les intégrales n’auront pas la forme

et l’intégrale générale ne peut pas être algébrique. Cela ré­
sulte de ce que les pôles de P sont des points singuliers 
essentiels pour l’intégrale générale. En second lieu la forme
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1

est aussi impossible. En effet, on aurait, avec les notations
Â" n kdu paragraphe 12, q =---- ----- 2’-^-, mais cette valeur serait
2 i Z

négative.

+ \ <pdx 
e ~3

17. Les équations de la forme

F étant fonction rationnelle d’une fonction elliptique x (e) ont 
beaucoup occupé les géomètres. Elles peuvent recevoir la
forme

P étant une fonction rationnelle de x. En effet, 
défini par

s - =/w>

soit X (z)

T (x) désignant un polynôme du troisième ou du quatrième degré. 
Prenons x pour variable indépendante au lieu de z. Nous

aurons
_i_ =

dx2 dx ' f(x) ' ' f 2 (.r)

et cette équation prend la forme indiquée en posant

y == f >)■«, (1)

dx2
/ 1 id log T\2 1 d2 log T
\Ï6 \ dx ) + dF (2)

Considérons l’équation

3? = y (» (n + I, +/Ù-'Æl±1’ b (1—
/»n - #

D.K.D.Vid. Selsk. Overs. 1897. 47 32
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T étant égal à (æ2—l)(Z:2rr2—1) on aura l’équation trans­
formée

d2u _
dx2

Í J (d]o% T\ 24 
\ 16 \ dx / '

1 d2 log T ! 1
(x2— 1 ) (k2x2— 1 ) (n («-{-1 ) k2x2

d _F|/4&+L! + (F_ ! i + h
X2 I — X2 1 —k2 X2

Les pôles de P sont situés aux points 0, 4z 1, J- -y- ; on 
trouve

lim x2. P = nx (//i 4- 1 ),
3"=0

lim |»T1 )» P------- A + fe(^ + 11,
X = +1 16 4

__ i /£aj£ 3 4~ 1)
16*' 4

lim X2 P == n (n 4- 1 )•
a? = oo

Supposons que n, ftl, /z2, //3 soient >—| ce qui est permis.
Soit à considérer la forme des intégrales

I + \<pdx-¡=e~™ . (3)

Dans ce cas il faut que n, /z15 /z2, /z3 soient différents de
-J. (f> aura la valeur

xr° (x2— I f1 (k2x2— 1 f2 
(x—ßx) ... (X—ßg) (4)

les valeurs de r(), rv q étant

_ Jro 4" 2 (î’i 4- ^2) 4- 2n 4- 2 
ko 4-2(ri 4-r2)4- 1.

Les nombres 2r0, 2r1? 2r2 et q doivent être entiers. Il 
est clair que les facteurs x—1 et x 4-1 figurent dans ç à la 
même puissance, car l’équation proposée n’est pas changée en
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substituant —x a. x. La même remarque est applicable aux 
facteurs kx—1, kx-\- 1.

Si les intégrales doivent avoir la forme

161

il faut prendre

a?r°(a;2'— 1 )r 1 {k2x2 — l)*" 2
= (x-W ... (x—ßq)2 ’ (71 

où

Í --= L , o + ^o 4- 2 (rj H-r2). (8) 
| 2n + 2

Il faut que r0, rt, r2 soient des nombres rationnels et q 
un nombre entier positif.

Le cas général conduisant naturellement à des calculs
assez longs, je préfère considérer quelques cas spéciaux intéres­
sants. Soit l’équation de Lamé

dz2 ?/ 1) sn2z-\-li),

qui a été traitée autrefois par M. Fuchs (Göttinger Nachrichten, 
1878) par une méthode analogue.

On a

1 /«¿log T\2 1 d2logT 
Ï6\ dx / + T ~ dx2 + (a!»_|)(L*-t)  +A).

Considérons la forme (3). étant égaux à zéro,
prenons r1 = —j, rs = —|5 q = 2n (q ne peut jamais 
avoir la valeur 2 (74 -F r2) 1 qui est négative pour toutes les 
valeurs de r1 et r2 en question); donc il faut que 2n soit un 
nombre entier. Maintenant nous pouvons écrire

_ 1_________
G (¿c) ]/(x2— 1) (A2#2— 1)

4 9 32*
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Posons G (x) =*  O.Q «J x ~|~ ... -f- (LpX^ 4- .. • 4~ x2n. Le 
degré du polynôme A (voir g 13) sera égal à 2; posons A
— ax2 2bx c. L’équation linéaire du troisième ordre (8) 
g 13 s’écrit

(B;4- (1 4-F)îc2+ 1) G"'-\-3 (2k2x3-(i-\-k2)x) G"
4- ((6 F—a)x2—2bx— (1 d-F-|-c) ) G'—{ax-\-b} G = 0,

et on en tire la formule récurrente

(/>+ 1) (k2p (p + 2)—a)ap—{2p+3) baP+\.— (p+2) ((1 4~^2) (p+2)24-c)«?+2 
-|-(/?-f-2) (/>-]-3) (p4) ap-H — 0, (9)

qui pour p = 2 zi, 2 n — 1, 2 n — 2 donne

a ~ 4n(n-j-i)k2, b = —2fc2zia2n_i;
c — (4 zz— 1 ) k2azn—i — i (2n-— 1 ) k2 a2n—2— 4 ( 1 -J- k2) zi2.

La condition à satisfaire étant

A => 4 n (zi + 1 ) k2 X2 + 4 h ,
on aura

6 = 0, a2n-i = 0, /i = —(2zi1) F a2re-2 — (1-|-A2) zi2.

Par substitution des valeurs de a, 6, c dans l’équation (9), 
celle-ci s’écrit

(p +1) k2 (p (p-t-2) — 4zz (n-}- I)) ap
— (p+2) ( (1 +¿2) (p4-2)2— 4 (2zi—1) Fa2w_2—4 (L-J-â:2) n2)ap+2 
4*  (p 4" 2) (p 4~ 3) (/?-}— 4) ap-i-4 — 0.

En donnant à p successivement les valeurs 2n—3, 2n—4,
0, on obtient 2n — 2 équations qui peuvent servir à 

déterminer a2B_3, a2n_4, . .., a0 ; en eilet le coefficient de ap 
ne s’annule pas pour les valeurs de p en question. On voit 
que a2n-i = a2re-5 =...== 0, et que a2„_2p est un polynôme 
en a2ft_2 du degré p.

Pour p == — 1 on aura l’équation de condition

— (1 4- k2 —4 (2zi— 1) k2 a.zn—2 — 4(1 4~ k2} zi2) at 4- 6 a3 = 0.
50
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Si n est égal à la moitié d’un nombre entier impair, le 
J , . 2 n 4- 1premier membre est un polynôme en U2n-2 du degre ----— 5

si au contraire n est entier, l’équation de condition est 
identiquement satisfaite.

Il reste encore à voir si les racines de G ne satisfont pas 
à l’équation (x2 — 1) (k2x2—1) = 0 ou bien sont égales entre 
elles. Dans ces deux cas À a la valeur zéro. De l’équation 
(7) g 13 on tire

4 À2 = a2 — 4 a0 a2 + Ga¡ .

Soit n égal à la moité d’un nombre entier. Dans ce cas 
«0 = a2 = 0; donc, pour que Å s’annule, il faut que a1 = 0, 
ce qui entraîne a3 — ... = U2n = 0, ce qui est absurde.

Si n est un nombre entier, «j == 0 et

4 A2 = — a0 (4 a2 + a0 (4 (2n—1) Æ2 a2n_2-|-4 (1+^2) w2)) ;

2 ne s’annule que si l’un ou l’autre des facteurs du second 
membre est égal à zéro, ce qui donne un nombre limité 
(2n4 I) de valeurs pour U2n-2, c.-à-d. pour h.

Si h a une de ces valeurs exceptionnelles, les intégrales 
particulières ont la forme }/ip, \Jpypdx, et G aura par suite 
une des quatre formes suivantes, où II désigne un polynôme

G = II2, \x2—\}II2, (k2x2—l)H2, (x2—1) (k2 x2—1) H2.

Prenons comme exemple le cas de n = 2. G sera du 
quatrième degré

et l’on trouve

g = x^ + a2x2 + a0
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L’équation x = 0 s’écrit

(«2 + 1) ía2 + «2 4- ( 1 + &2) «2 + 1 ^a2 4—= O,

et les valeurs de G correspondantes aux racines de cette équa­
tion seront

(^+L±ô£l=^4±),
(X2— 1) (k2 X2— 1),

lesquelles ont les formes indiquées.
Nous voilà maintenant parvenu à la proposition suivante: 

Les intégrales particulières de l’équation de Lamé 
ne sont de la forme

+ j Ç rfiCVG^.e~ J<«’»’-■>( x _ sœ,

que si 2 ti est un nombre entier positif ou négatif 
différent de — 1. Si 2n est un nombre pair, on peut 
donner à h toutes les valeurs possibles à l’excep­
tion de 2 7i 1 d’entre elles; mais si 2 n est impair, 
les valeurs de h satisfont à une équation algébrique 

du degré . Pour les valeurs exceptionnelles

de h correspondant au premier cas les intégrales 
ont la forme

VG(x)‘ VG (x) J ôr(â.)|/(a.2_1)(pa.2_1) •

G (a?)Si 2 n est lin nombre impair, la fonction ----- - est paire,
ÍÍ/

donc dans ce cas les intégrales particulières sont algébriques.
Dans le cas de la forme (6) des intégrales particulières il 

faut poser
1

~ u2 (x)V(x2^ir(k2x2—i)s ’
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T et s ayant les valeurs 1 ou 3 et II étant un polynôme du 
7’ I Sdegré n-f-1------—. Donc n doit être égal à un nombre en­

tier. On peut démontrer sans difficulté que les valeurs de h 
correspondant à cette forme sont précisément les valeurs ex­
ceptionnelles que nous avons trouvées ci-dessus dans le cas 
de n égal à un nombre entier.

Nous n’avons pas encore trouvé tous les cas où les inté­
grales de l’équation de Lamé transformée ont la forme

1 + Jpdæ
VV

car on peut donner à <p non seulement la forme que nous 
venons de considérer, mais encore les trois formes suivantes 

 1 1  J
G(x2—\}\/k2x2- 1 ’ G^x^—ïjj/x^ï ’ G(x2— l)(k*x 2—1)’

Je ne traiterai ici que la première de ces formes; mais, 
pour obtenir un meilleur aperçu, je commence par intégrer 
l’équation correspondant à

1 /dlog7’\2 1 d,2 log T
16 \ dx / 4 dx2

+ (i’-D^rr+*)
1 /¿ZlogTN2 1 d2\ogT

16 \ dx ) 4 dx2

n (n + ï ) k2 xi + (7i — n (n 4~ 1 ) k2} ir24~ (k2— 1 )// (/z 4~ • ) — h 
(X2— ï)2 [k2x2— 1)

par des fonctions de la forme

I , ï
—=- e ou tp — x .-----------------==7.
\/cp G(x}(x2—{(\/k2x2—\

Le degré du polynôme G (x) étant égal à 2 m — I, il faut 
que 2 m soit un nombre entier. Le polynôme A (voir g 13) 
sera du degré 4; en posant
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A = 4- Atx 4- A2x2 + /l3.r3+ A4x*,

nous aurons

, 1 /d\ogT\2 i d2]ogT
= Ï6 \d¿~ / + T ^dæ2_

M o+J F)a?44-yl1.z-34-(J.2-4F— 1)j?24-^M4-A4-2
4 (x2— i )2 (k2x2— 1 )

Si G peut se determiner, la condition nécessaire et suffi­
sante sera que l’équation

(^404-3Â!2)ir44- J1a?34- (A2—Mc2— 1)æ2+ ^3æ4~ 4- 2
= 4 (n (n 4- 1 )Æ2.-r44~ (h — n (n 4- I )k2)x2 4- (F— 1 )/z (// 4~ 1 ) —À) 

soit satisfaite identiquement. D’où résulte

Ao = k2 (2n—l)(2n4~S); Al = >13 — 0;
4 A — A 2 — 4 7c2 — 1 4- 4 n (n 4- 1 ) F,
4(F-11^4-1) = J. + 47/.4-2.

Formons l’équation linéaire du troisième ordre (8) £ 13; 
en posant G (a?) — F”-1 4-«2»-2^2"—2 + • • • 4-«?^p4“ • • • + °o 
nous en tirons la formule récurrente

(p—1) (F (p—3) (p4-1) —J0)ap_3—p((2Â:24-l)(p2—1)4- ^2)oP-i 
+ (p+ 1)((¿2 + 2)(p4- I)2— A4)ap+I — -I-3)(p 4- 2)(p4- l)ap+s 
= 0.

Pour p — 2«4“2, 2n 4- 1 , 2n, 2n—1, 2n — 2, elle 
donnera

Jo = k2 (2n— 1) (2??.4- 3),
A 2 = — 4 k2 (2 n — 1 ) a2„_3 — (2 k2 4- 1 ) (4 n2 — 1 ),
A4 = —8 F (2 n— 3) a2n-5 4-8 (n—1)FF2„._3

4-8(n— 1)(2F4- 1)o2„_s4-(F + 2)(2n — I)2, 
fí2n—2 ~ ^2n—4 = 0.

Donnant ensuite à p successivement les valeurs 2n — 3, 
2n — 4, 3, ou trouvera les valeurs de n2„_6, «2»-7, .
et l’on voit que a2„_6 = «2n-8 — • • • = 0. Les valeurs des
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a seront des fonctions rationnelles de a2„_3, «2n-5- Pour 
p = 2, 1,0, on aura les équations de condition

-2(3(2F + l) + ^2)a14-3(9 (F + 2)-¿4) a3 — 60. a6 - 0,
— u42 a0 4- 2 (4 (k2 + 2) — A4) a2 — 24 a4 = 0, 

(p_|_2 —44)ax—6a3 — 0.

Si 2n—1 est un nombre pair, a1 = a3 = . .. = 0, et 
on n’aura qu’une seule équation entre a2n—3 et a2n-&‘, donc 
«2n-3 est arbitraire. Si au contraire 2«—1 est impair, a0 = 
a2 = ... — 0, et on aura deux équations entre a2n_3 et 
&2n—5>

Voyons si 6r = 0 peut avoir des racines égales ou des 
racines satisfaisant à T= 0. Dans chacun de ces cas x = 0. 
De l’équation (7) g 13 on tire

4Á2 = — a1-|-4a0a2-}-J4«Q.

Soit 2n—1 un nombre pair. étant égal à zéro, 4 Å2
— ao (4a2 -{- Ai a0), donc Å s’annule pour un nombre fini de 
valeurs de a2n_z. Soit ensuite 2n—1 impair. À — 0 entraîne 
a1 = as = ... = a2n-i = 0, ce qui est absurde. Mainte­
nant la proposition suivante est complètement démontrée: Les 
intégrales particulières de l’équation en question 
n’ont la forme

1 ±\<pdx _  Å 
]/y ’ ” G(x}(x2—\}\/k2x2—\

que si 2n est un nombre entier. Si 2n est un nombre 
pair, h ne peut avoir qu’un nombre limité de valeurs; 
mais si 2n est un nombre impair, on peut prendre 
h arbitrairement en évitant seulement un nombre 
limité de valeurs exceptionnelles.

Les valeurs exceptionnelles sont de deux espèces: elles 
correspondent ou bien à Å = 0 ou bien à a2n_5 = <x>. Dans 
le premier cas les intégrales particulières ont la forme
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}/<f) ’ V<p G(Æ2—l)|/Ftf2 —1 ’

et G a une des formes suivantes, H désignant un polynôme, 

G = H2, (Fæ2—1).Z72, (æ2—l)r.#2, (^-l^F^-lJF, 
r — J 2l (voir g 13, p. 474 et p. 481).

I I1 + il

r étant un nombre entier, la valeur de y sera égale à la 
moitié d’un nombre entier impair.

Dans le second cas on ne peut pas trouver les intégrales 
particulières par cette méthode.

Considérons encore une fois les cas où n est égal à la 
moitié d’un nombre entier impair. Une des constantes h et y 
étant arbitraire prenons y = 0 ce qui correspond à l’équation 
de Lamé. a2«-6 ayant une valeur finie et y n’étant pas égal à 
la moitié d’un nombre entier impair nous ne sommes pas dans 
un cas exceptionnel et nous aurons la proposition :

Si n est égal à la moitié d’un nombre entier 
impair, les intégrales de l’équation de Lamé

— y (k2 n (n + l)sn2 z-\~h)

ont la forme

]/x2—l . ]/G(x} e

djc
G(a:)(a:2—

î x — snz

pour un nombre limité de valeurs de li.
On peut trouver des propositions analogues pour les deux 

autres formes de <p indiquées (pag. 485).
Ayant 4A2 = (/??—l}2 (k2 ß2— 1 ). G'2 (/9t), où ßi est une 

racine de G (x) = 0, on voit sans difficulté que les intégrales 
particulières correspondant à ces formes de ip sont algébriques.


